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gente Potenzreihe

L (=7,

o I'(1+5n) (30)

T
— 3 2
Wegen der Grofle von [ ist sie aber nur fiir kleine
Felder brauchbar. Fir den interessanteren Bereich
f>1 entwickelt man den Bruch besser nach steigen-
den Potenzen, und erhilt die asymptotische Entwick-
lung

(=p—n _ T'@B
F'd—3n) 2V38°

Damit erhalt man fiir die Durchldssigkeit in erster
Néherung Gl. (1.30.6) %, mit dem Wert von KeLpysu
(11) fir das Matrixelement:

1 '3h€F)‘/3(1
12 I2 ( 2 Ym*
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]' mel?

& e 12m* =79
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Fiir die Emissionswahrscheinlichkeit ergibt sich ent-
sprechend

AN T

. (31)
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oder numerisch
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. . =G =1 ls 77\70 ) 3 1_ —4/3
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Gegentiber Gl. (22) ist in Gl. (33) der Koeffizient
um etwa vier Zehnerpotenzen kleiner, wiahrend der
Zusatz im Exponenten eine Vergroferung um meh-
rere Zehnerpotenzen bringt; man kann daher nicht
allgemein sagen, ob die Emission durch die Cou-
LomBsche Wechselwirkung begiinstigt oder gehemmt
wird.

(pE

¢ Ein Faktor 4/3 muf} in dieser Gleichung weggelassen wer-
den.

Molekulare Relaxation im x- und r-Raum

Von Er1 Itt Takizawa und Joser MEIXNER

Aus dem Institut fiir angewandte Physik der Universitdat Nagoya, Japan
und aus dem Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule Aachen
(Z. Naturforschg. 14 a, 418—424 [1959] ; eingegangen am 16. Januar 1959)

Die Uberginge zwischen den inneren Zustinden eines einzelnen Molekiils werden als Markorr-
Proze3 beschrieben. Aus ihm wird der Marxorr-ProzeB fiir die Besetzungszahlen als Funktionen der
Zeit eines Gases mit N gleichen Molekiilen hergeleitet und seine Eigenschaften werden untersucht,
wobei verschiedene Bedingungen (isothermer Proze3, Prozef bei konstanter Energie usw.) zugrunde
gelegt werden. Die inneren Variablen des Systems werden zu den makroskopischen Variablen in
Beziehung gesetzt und es wird gezeigt, dal wegen der Persistenz der Gauss-Verteilung alle inneren
Variablen mit Ausnahme der den makroskopischen Variablen zugeordneten latent sind. Die Ver-
allgemeinerungsfihigkeit der Ergebnisse wird begriindet.

Unter molekularer Relaxation versteht man die
Einstellung der Besetzungszahlen der Molekiilzu-
stainde auf die Bovrzmann-Verteilung. Dieser Ein-
stellvorgang wird beispielsweise in der Schallabsorp-
tion beobachtet. Besonders einfach und durchsichtig
sind die Verhiltnisse bei Gasen. Sie sind sowohl
kinetisch als auch thermodynamisch untersucht wor-
den und es liegt auch eine Fiille von experimentellen

Ergebnissen vor 1.

! Siehe z.B. H. O. Kxeser, Ergebn. exakt. Naturwiss. 22, 121
[1949] und J.J. Markuam, R.T.Bever u. R.B. Linpsay,
Rev. Mod. Phys. 23, 353 [1951].

Unsere Absicht ist es, die molekulare Relaxation
im Gas aus dem Verhalten des Einzelmolekiils her-
zuleiten. Sofern die Uberginge der Molekiile als
voneinander unabhingig angenommen werden diir-
fen — dies ist der Fall bei isothermer Relaxation —,
hat man eine ahnliche Situation wie in der statisti-
schen Mechanik: Das Verhalten des ganzen Gases
wird im I’-Raum beschrieben; es ldft sich auf die
Ubergiinge des einzelnen Molekiils in dem ihm zu-
geordneten u-Raum zuriickfiihren.

Die Gleichung fiir die Anderung der Verteilung
im I'-Raum ist ein charakteristisches Beispiel fiir
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eine sogenannte master equation. Man kann an ihm
eine Reihe von wichtigen Eigenschaften untersuchen,
die im allgemeinen auch auf andere Systeme iiber-
tragen werden konnen. Dazu gehort insbesondere
die Persistenz der Gaussschen Verteilung und die
Umrechnung der master equation von isothermen
Prozessen auf Prozesse unter anderen Bedingungen
wie die konstanter Energie.

Wichtig erscheint uns auch, daf} man an diesem
Beispiel unabhidngiger Einzelsysteme sowohl den
Ubergang zur Schwankungstheorie als zu den ir-
reversiblen Prozessen im I'-Raum durchfiihren kann.
Damit ist der Satz von der Aquivalenz der Gesetze
der mittleren Schwankungsregression und des makro-
skopischen irreversiblen Vorgangs? wenigstens fiir
solche Systeme auf eine einheitliche Wurzel, ndmlich
auf das Verhalten des einzelnen Systems im u-Raum
zuriickgefiihrt.

1. Der statistische ProzeB fiir das einzelne
Molekiil

Das zu betrachtende Gas bestehe aus N gleichen
Molekiilen und befinde sich im thermodynamischen
Gleichgewicht. Jedes einzelne Molekiil kann einen
der Zustdande 0, 1, 2,..., n (etwa Schwingungszu-
stinde) mit den Energien ¢,. ¢, ..., &, einnehmen.
Der Zustand O sei als Grundzustand gewdhlt. Die
Wabhrscheinlichkeit, ein Molekiill im Zustand i zu
finden, ist dann

n

/
w; = e—si/kT/ Ze—aj/k i
/§=0

(1)

Wir greifen nun ein Molekiil heraus und verfolgen
sein Schicksal im Lauf der Zeit. Sei £(¢z) die Num-
mer des Zustandes, den es zur Zeit ¢ einnimmt. Die
Funktion &(¢) kann also nur n+1 verschiedene
Werte annehmen. Eine Anderung ihres Wertes wird
nur dann eintreten, wenn das herausgegriffene Mole-
kil mit einem anderen zusammenstsBt, falls wir von
Emission und Absorption elektromagnetischer Strah-
lung absehen dirfen. Natiirlich braucht sich & nicht
bei jedem Stof} zu dndern.

Man kann die beschriebene Funktion &(¢) als
Exemplar eines statistischen Prozesses ansehen. Je-
des andere Molekiil realisiert ein weiteres Exemplar.
Dieser statistische Prozell hat folgende Eigenschaf-
ten:

2 Vgl. L. Oxsacer, Phys. Rev. 37, 405; 38, 2265 [1931].
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1. Er ist stationar; d. h. die statistische Funktion
&(¢+s) hat dieselben statistischen Eigenschaften wie
§(e).

2. Er ist reversibel; d. h. £(¢) und &( —¢) haben
die gleichen statistischen Eigenschaften.

3. Er hat Markorr-Charakter; dies folgt aus der
Annahme, daf} die Ubergangswahrscheinlichkeit vom
Zustand ¢ zum Zustand k beim Sto} unabhéngig von
dem Ubergang ist, den das Molekiil beim vorher-
gehenden Stof} durchgefiihrt hat.

Eine statistische Funktion ist durch die Wahr-
scheinlichkeiten fiir jede Folge von Ereignissen (Zu-
stinden) zu jeder Folge von Zeitpunkten charakteri-
siert. Die Wahrscheinlichkeit w;; des Ereignisses ¢
zur Zeit ¢; und des Ereignisses k zur Zeit t, hédngt
wegen der Stationaritit des Prozesses nur von
T=1ty,—t, ab. Aus der Definition von w;;(7) folgt

(1,k=0.1.....n). (2)

wi (1) = wyi (— 1)
Aus der Reversibilitat folgt weiter
(6, 6=0,1; .cuoun). {3)

wi (1) =wi (— 1)

wir(7) ist also eine symmetrische und in 7 gerade
Matrix. Hieraus kann das Bestehen des detaillierten
Gleichgewichts gefolgert werden. Im iibrigen gilt

"
Z wik(‘[) =Wj,

k=0

Dwi=1. (4)
i=0

Die Markorr-Eigenschaft hat zur Folge, daf} sich
die Wahrscheinlichkeiten fiir drei und mehr Zeit-
punkte durch w;; (7) ausdriicken lassen. So ist

PG5 B o 1) e 2B WRLE) (5)

wi
die Wahrscheinlichkeit fiir die Ereignisse 7, £, [ in
den Zeitabstinden 7, 7’.
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses k, wenn

um die Zeit 7 vorher das Ereignis i vorlag, nennt
man bedingte Wahrscheinlichkeit. Sie ist

1 ¢
Pik('f) = u,'f wilx'(r) (th, L’k=05 13-”7”)7 (6)

und es gilt

w; pi (v) =wi pri(7), D pir(7) =1,

k=0
n
> wipi (1) =w - (7)
i=0

Im Abstand 7 =0 besteht volle Korrelation, wih-
rend fiir 7— o jede Korrelation verlorengeht. Dies
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bedeutet, dal}
wir(0) =w; 0y . wip (o) =wiwy . (8)
pir(0) =iz

Aus der Markorr-Eigenschaft folgt die SmoLucHowskI-
Gleichung. Sie lautet in Matrizenschreibweise

Pi/.-(OO) =Wy . (9)

PO P =pr+7) (Z0.7=0) (10)
und besitzt die Losung
p () =exp[p’ (0) 7] (= 0)s (A1)

2. Die Fokker — Plandk-Gleichung im «-Raum

Wird nicht ein fester Ausgangszustand angenom-
men wie in der bedingten Wahrscheinlichkeit, ist
dieser vielmehr selbst nur durch Wahrscheinlichkei-
ten 7;(0) gegeben, so berechnen sich die Wahr-
scheinlichkeiten W;(¢) aus

Wie) = ,Z Wi (0) pri(t) (620, 7=0,1,....n).
=10 (12)

Differenziert man diese Gleichung nach der Zeit. so
folgt mit Hilfe von (11) nach Elimination der 7,(0)

d

o Wi= X W@ pi(0) (620,i=0.1,....n).

k=0
(13)

Diese Gleichung kann man als Fokker—Prancksche
Gleichung im w-Raum des einzelnen Molekiils be-
zeichnen. Fiir t— o verschwindet d7/;/d¢ und die
W,(¢t) nehmen die konstanten, nicht verschwinden-
den Grenzwerte w; an. Da andererseits (13) auf ein
eindeutiges Gleichgewicht fiihren muB. so folgt, dafl
der Rang der Matrix p’(0) gleich n ist.

Wir bemerken noch, dall auch die Matrix

Py (1) =pi(r) —pox(r) (k=1,2,...,n) (14)

der Funktionalgleichung (10) geniigt und dal} daher

P(7) =exp[P’(0) 7] (r=0) (15)
ist. Man kann dann (13) auch in der Gestalt
S W) = N IWalt) i) Py 0) (16)
=1

(t=0,i=1,2,...,n)
schreiben. Die Matrix Py (0) hat. wie man leicht

zeigt, nur positive Eigenwerte.
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3. Die Zustandsverteilung im Gas

Unser Ziel ist zunachst die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit W (Ny, Ny, ..., Ny; 73 Ny Nys.. o,
N,)) dafiir, dafl die Zustinde O, 1,..
Ny, Ny,..., N, Molekiilen und um die Zeit  spiter
von Ny, N/, ..., N,’ Molekiilen eingenommen wer-
den. Dies ist eine Wahrscheinlichkeit fiir einen Pro-
zeB Ny(t), Nao(t),..., Ny(t). Ny(2) ist dann durch
N—-N;—...—N, gegeben. Auch dieser Prozel} ist
stationéir, reversibel und von Markorr-Charakter.
Die genannte Wahrscheinlichkeit 1dBt sich durch die
erzeugende Funktion

., von

Wi, w3 T) = : wi (T) 4i (17)

i, h=0

ausdriicken. Es gilt
Y Y W iNseeos Mg ws Ny e

Ni Nj’

o N A4 (18)

Y A LY -G (T PR )

Hierin erstrecken sich die Summen iiber alle NV; = 0
< "
und N/ =0 mit D) N;=N, X'N/=N. Die /; und
=0 j=0
4y sind unabhéngige Variablé.

Der Beziehung (18) liegt die Annahme zugrunde,
daB die einzelnen Molekiile in ihren Ubergingen
voneinander unabhingig sind; dies ist gleichbedeu-
tend mit isothermer Relaxation oder mit unendlich
groBer spezifischer Wirme der Translation. Die
notwendigen Modifikationen fiir Relaxation unter
anderen Bedingungen werden spéater besprochen.

Wahrend der Prozell $(z) durch eine einzige sta-
tistische Funktion mit dem Wertevorrat 0,1,...,n
dargestellt wird, ist der zusammengesetzte Prozef}
durch n statistische Funktionen N,(¢),...,N, (1)
mit dem Wertevorrat 0, 1. 2,.... N fiir jede ein-
zelne Funktion gegeben.

Aus (18) lassen sich in bekannter Weise die Mo-
mente durch partielle Differentiationen nach den
/i, uy; berechnen. Es ergibt sich

(Ni) =Nw;, ((Ni—Nw;) (N.—Nw,))
:Nwi(é,-kAw,‘.),

((Ni=Nw;) (N —Nwy) ) =N(wy, —wiwy). (19)

Von besonderem Interesse ist natiirlich der Fall,
daBl N und damit im allgemeinen auch alle N; sehr
grof} sind. Unter Heranziehung des Grenzwertsatzes
der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgt, daB8 die durch
(18) definierte  Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
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sehr grole NV durch eine Gausssche Verteilung ap-
proximiert wird. Thre Momente bis zur zweiten
Crdnung sind mit (19) bekannt; sie a8t sich daher
sofort anschreiben. Es ist jedoch zweckmallig, erst
neue Variable y; (i =0,1,...,n) mittels

Ni=Nw;i+ VN y; (20)
einzufithren. Dann ist
n
2ri=0, (i) =(r/)=0,
=0
(vivi) ={(vi vv ) = wi(Op —wy).,
(vive ) =wi(r) —w;wy . (21)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet
dann

W (703 71) ~exp |~ , TXY - YY —'2YXY}
(22)

Hierin sind die Groflen y4, 75, ..., 7, zum Vektor y
beziehungsweise zum transponierten Vektor Y zu-
sammengefafit. Die Matrix X darf symmetrisch an-
genommen werden. Die Matrizen X und Y hédngen
von 7 ab und lassen sich mit Hilfe von (21) berech-
nen. Sie bestimmen sich aus den Gleichungen

XY XAT X} |
0

wi

(23)

YX 1=P().

Man driickt nun zweckmidflig die y; durch neue
Groflen f; tiber eine lineare Transformation

Y=Sp (25)
aus und wihlt die Matrix S so, dall die Matrix
X (o) (sie hat eine positiv definite quadratische
Form) in eine Einheitsmatrix und gleichzeitig die
symmetrische Matrix P’ (0) X () in eine Diagonal-
matrix transformiert wird. Dann ist

SX()S=1,

(24)

L
i 61'/»'

(26)

SP(0) X(~)S=—

mit positiven 7;. Fiihrt man die Matrizen X = SXS,
Yy=SYS ein, so gehen die Gln. (23) und (24)

unter Zuhilfenahme von (15) iber in
w—yw-ly :1, yw_1=epo—(‘t/1,-) 6ik”' (27)
Diese Gleichungen lassen sich leicht 16sen und fiih-

3 N. Hasuitsume, Progr. Theor. Phys. 15, 369 [1956].
* J. MEeixner, Z. Naturforschg. 4 a, 594 [1949].
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ren auf
vp(t) =[1—e 27710, (Lk=1.2,...,n),
(28)
Yyi(t) =e [l —e 271y (Lk=1,2,...,n).
(29)

Man kann daher den Prozefl y;(¢) (1=1,2,...,n)
auf einen ProzeB f;(¢) (i=1,2,...,n) ohne Korrela-
tion zwischen den Funktionen f;(¢) zuriickfiihren.
Dieses Ergebnis findet sich auch bei Hasmirsume 3.
Es ist das Gegenstiick zur Hauptachsentransforma-
tion der freien Energie und der phdnomenologischen
Gleichungen in der thermodynamischen Theorie der
Relaxationserscheinungen 4.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind

P(yi|z,7i) (30)
1 ~ ~ = ’ v

~exp[— WYX ) Xy -X le)],

beziehungsweise

12

Il

P(Bi|7. B;) ~exp [ ; <ﬂi,_ Z: ﬂi)zxn‘] - (31)

=1

4. Die Fokker-Plancksche Gleichung im I'-Raum

Man bestatigt durch Einsetzen von (31), dafi P
der Differentialgleichung

oP Y"’ P
at L a/)a (ﬂ1 P) aﬂ"

(32)
geniigt. Eine beliebige anfangliche Wahrscheinlich-
keitsverteilung W (f;, 0) entwickelt sich, wie leicht
zu sehen, nach derselben Differentialgleichung

W 1
777:;1

Dies ist eine Foxker-Prancksche Differentialglei-
chung im I'-Raum. Sie ist gleichzeitig eine soge-
nannte master equation im Raum der Variablen f;.
Sie hat zwar nicht die allgemeine Form einer Inte-
grodifferentialgleichung. kann aber als solche mit
einem sehr ,schmalen Kern geschrieben werden
(siehe van Kampen ).

=5 EM ] 63

Ihre Eigenfunktionen ergeben sich durch Separation

nach den Variablen ¢, f3; zu

5 N. G. vax Kawmrex, Physica 23, 707 [1957].
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t
Wi, ... I"(ﬂie t) =exp {* z

Hierin bedeutet Hei;(f;) ein Hermrtesches Poly-
nom vom Grad /; . Die Zeitkonstante 7 ist durch

l n 1
N4 5
. Z - (35)
ji=1
bestimmt. Dieser Ausdruck, in welchem die [; alle
nichtnegativen ganzen Zahlen annehmen konnen,

gibt das Spektrum aller Relaxationszeiten. Unter

dt\(zq‘ )/_ﬁ Zj

Insbesondere ist fiir s=1

; <pit) >=-

und fir s =2

;1, <Bi(t) Br(t) > = — (: +

Die Mittelwerte < f;(¢) > genligen somit denselben
Relaxationsgleichungen, die fiir die Wahrscheinlich-
keiten 7;(¢) im w-Raum [siehe (16)] gelten.

Ferner gilt der Satz: Jede anféngliche Gauss-Ver-
teilung stellt sich auf die Gleichgewichtsverteilung
tiber Gauss-Verteilungen ein. Zum Beweis hat man
nur zu zeigen, daf} die Gauss-Verteilung

n

exp |~ 5 > bulfi—b) (Bi—

i k=1

‘bik l’/s

W= V2n

bk)
(39)
mit geeigneten Zeitfunktionen b (¢) und b;(t) der
Gleichung (33) geniigt und daf} die b;;(0) und
b;(0) willkiirlich vorgeschrieben werden koénnen.
Man findet als notwendige und hinreichende Bedin-
gungen

b () = [6*(0) — 0] e T~ Ui 4 6y,
b,‘(l) = b,(O) e,

(40)

wenn b% die zu by, reziproke Matrix ist. Die

bi(~) =0
=0, der Gleichgewichtsverteilung.

Endwerte entsprechen natiirlich mit
bir ()
5. Schwankungen bei konstanter Energie

Die Berechnung von W (N;; t; N)') in (18) setzt

voraus, dal} die Wahrscheinlichkeiten w; und w;; (7)

n $—1 L .2
<qi pi (,-Ziqj ﬂj) > +s(s—1) ;1 qr’,-
1
T <pi(t) > (i=

S <A A=+ D o (G E=12,.0m).

E. 1. TAKIZAWA UND J. MEIXNER

lI/

2 :ﬁinHell(ﬂ1)~-~H"1n(/)‘N)' (34)

1=l

ihnen sind ersichtlich die Relaxationszeiten 7., 7, .
.. 7, im 1-Raum enthalten.
Die Mittelwerte jedes Potenzproduktes der f; ge-
niigen einfachen Differentialgleichungen. Man erhalt

sie, indem man (33) mit (Z q: P ) mit beliebigen

Konstanten ¢; multipliziert und iiber den f-Raum
integriert. Nach partieller Integration findet man

g £ S i
. (j.'_l‘].zf’]/) /(s~1,2,...).(36)
(37)

(38)

von den Verteilungen N; und N,  unabhingig sind.
Im abgeschlossenen Gas ist dies jedoch nicht der
Fall. Sind z. B. in einem Zeitpunkt alle Molekiile im
Grundzustand. so ist die Temperatur der Transla-
tion entsprechend erhoht und die w; sind dann fiir
diese augenblickliche und nicht fir die mittlere
Translationstemperatur zu nehmen. Wir konnen die-
sen Umstand leicht beriicksichtigen, wenn wir an-
nehmen. daf} auch beim abgeschlossenen Gas der
Prozell y;(¢t) (i=1.2....,n) stationar, reversibel
und von Marxkorr-Charakter ist. Dann muf} wieder
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Gestalt (22)
bestehen, aber jetzt mit abgednderten Matrizen X,
Y. Diese findet man durch Vergleich mit den thermo-
dynamischen [unktionen und mit den phanomenolo-
gischen Gleichungen. Seien mit a; die Konzentratio-
nen der Molekiile in den Zustdnden 1,2, ...,
zeichnet. Man ordnet ihnen Affinititen A; iiber die
Gisesche Fundamentalgleichung fiir die spezifischen
Grolen

du=Tds—pdv— EAidai (42)
i=1

zu. Die a; hingen mit den y; iiber a;—w;+ y;/VN
zusammen. Mit m = Masse des Gases werden die
Gleichgewichtsschwankungen durch die Verteilung
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n aAi
exp <W”LTI..,‘Z='1'85;; (i —w;) (ar — wk)) (43)

m o 94;
~exp (m”i; Tl Vk)
gegeben. Ein Vergleich mit (23) gibt also

Sy m | %4
X-YX'Y- NET | Qax

(44)

Lauten die phanomenologischen Gleichungen

C;iz ZFikA"' (i=1,2,...,ﬂ),
k=1

so findet man weiter durch Vergleich mit (24)

, e - ,
P (0) = ¥ Iy 5,0 YX 1 =exp [P (0) 7. (45)
k=1

Sind die Matrizen Iy, und 9A4;/3a; bekannt, so er-
lauben diese Gleichungen X und Y als Funktionen
der Zeit zu berechnen. Nun ist Iy, eine von den
Bedingungen des Relaxationsvorgangs unabhéngige
symmetrische Matrix mit positiv definiter quadrati-
scher Form, ndmlich die Matrix der phdnomenologi-
schen Koeffizienten. Die Symmetrie ist der Ausdruck
der Oxsacerschen Reziprozitatsrelationen. Die Diffe-
rentialquotienten 94;/Oa; sind jedoch bei den Be-
dingungen des Relaxationsvorgangs etwa T, v =kon-
stant oder u, v =konstant, zu berechnen ¢; sie besit-
zen eine negativ definite quadratische Form. Be-
zeichnet man die Matrix 0A4;/Qw kurz mit — A, so
ist die Korrelationsmatrix des Prozesses
R(t) =exp(—AT ),

die Streumatrix ist die reziproke Matrix zu
m A/N kT . Hieraus folgt: Werden die Bedingungen
des Prozesses so abgeédndert, daf} die mittleren
Schwankungen kleiner werden (das ist etwa der Fall
beim Ubergang von isothermen Schwankungen zu
Schwankungen bei konstanter Energie), so werden
die Relaxationszeiten kleiner, die Korrelationsldngen
kiirzer. Quantitativ kann man diesen Zusammenhang
in folgender Weise anschreiben

NEkT

R(t) =exp|— m"-o"*rt 5 (46)

wenn 6 die Schwankungsmatrix mit den Elementen
o= <yi7x> bedeutet.

6. Bemerkungen

Wenn auch die obigen Ausfithrungen am Beispiel
des Gases durchgefiihrt werden, so erkennt man doch
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ohne weiteres, dal} fiir andere Systeme, die sich aus
nahezu unabhéngigen Teilsystemen aufbauen, ganz
analoge Uberlegungen durchgefiihrt werden kon-
nen. Beispiele sind Systeme mit Teilchen, die eine
Brownsche Bewegung ausfithren. In diesem Falle
sind die Koordinaten und Impulse des Brownschen
Teilchens statistische Funktionen der Zeit; ihre Ge-
samtheit entspricht dem Prozell £(¢). Der Wertevor-
rat ist jetzt nicht mehr diskret sondern kontinuier-
lich. Dem Proze N, (t)....,N,(¢) entspricht nun
ein Proze3 f(q;. p;i ; t), in welchem
Nf(gi.pi;t) dgidp;

die Zahl der Teilchen bedeutet, die zur Zeit ¢ Koor-
dinaten ¢; und Impulse p; in den Intervallen dg; dp;
besitzen.

Im allgemeinen lassen sich makroskopische Sy-
steme mit inneren Variablen a;,a,,...,a, nicht
durch Zuriickfihrung auf den u-Raum behandeln.
Wie van Kampen® ausgefithrt hat, kann man aber
die master equation auch fiir solche Systeme stets in
eine Fokker-Prancksche Gleichung umwandeln, die
bei kleinen Abweichungen vom Gleichgewicht immer
in die Gestalt (32) gebracht werden kann. Damit
ergibt sich die Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeits-
funktionen des Marxorrschen Prozesses wie im vor-
hergehenden Abschnitt durch thermodynamische
GroBen und durch die Koeffizienten der phanomeno-
logischen Gleichungen auszudriicken.

In diesem Zusammenhang erscheint uns noch ein
anderer Punkt wichtig. Man kann jede Losung der
Foxker-Pranckschen Gl. (33) nach Eigenfunktionen
(34) mit t=0 und mit Koeffizienten & 1, (1)
entwickeln. Diese Koeffizienten haben dann den Cha-
rakter von inneren Variablen?; sie geniigen, wie
man sieht, einfachen und unabhéngigen Relaxations-
gleichungen. Es ist auf den ersten Blick merkwiirdig,
dall man bei einem System mit n makroskopischen
Variablen a;,...,a, auf eine unendliche Gesamt-
heit von inneren Variablen 511*--'71,; (¢) mit un-
endlich vielen Relaxationszeiten (35) gefiihrt wird.
Tatsdchlich sind jene & 1,

fur welche nur
einer der Indices /; von Null verschieden ist, zu den
Mittelwerten f;(¢) proportional und damit Linear-
kombinationen der makroskopischen Variablen o;.
Die &, ...,  mit der Indexsumme 2 sind mit der

Schwankungsmatrix der bedingten Wahrscheinlich-
§ Siehe J. Meixxer, Kolloid-Z. 134, 3 [1953] und Z. Natur-

forschg. 4a, 594 [1949].
7 Siehe auch J. Meix~er, Z. Phys. 149, 624 [1957].
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keit (31) verkniipft usw. Man kann nun nach vax
KaMPEN® argumentieren, dafl das makroskopische
Verhalten des Systems bei geniigend grober Beob-

-

achtung durch die o;(¢) allein, also die A
mit der Indexsumme 1 beschrieben wird, weil dann
eben die Schwankungen nicht mehr beobachtbar
sind. Wenn man aber annimmt, dall die Fokkgr-
Pranck-Gleichung nur die thermischen Schwankun-
gen beschreibt, so wiren unter diesen Umstdnden

bereits die Slh_._.,n mit der Indexsumme 1 unter-

halb der Beobachtungsgenauigkeit. Es ist aber ge-
rade der Sinn der Foxker-Pranckschen-Gleichung,
daf} sie die Entwicklung des Systems auch dann be-
schreibt, wenn der Anfangszustand vom Gleich-
gewicht viel stdarker abweicht, als den mittleren
entspricht. Solche Abweichungen
brauchen aber nicht auf ’tlnm,In mit der Index-

Schwankungen

summe 1, also auf die makroskopischen Variablen a;
beschrankt zu sein. Vielmehr kann man beispiels-
weise Anfangszustdnde herstellen, bei denen je die
Hilfte der Molekiile im Grundzustand und im héch-
sten angeregten Zustand sind, wéahrend die dazwi-
schen liegenden Zustinde unbesetzt sind. Dann lie-
gen auch die zweiten Momente der Wahrscheinlich-
keitsverteilung 7 erheblich iiber den mittleren ther-
mischen Schwankungen und auch die ihnen zu-
geordneten inneren Variablen mit der Indexsumme 2
sind dann zweifellos im Prinzip beobachtbar, auch
wenn die Beobachtungsgenauigkeit nicht ausreicht,
die thermischen Schwankungen zu bemerken.

Die besondere Stellung der makroskopischen
Variablen, also der &; 1, mit der Indexsumme 1,

folgt aus einem anderen Grund, ndmlich aus der
Persistenz der Gaussschen Verteilung. Geht man
von einer Gleichgewichtsverteilung aus und erhoht
plétzlich, etwa durch Kompression, die Translations-
temperatur von 7" auf 7, so ist W(f;,0) durch
eine Borrzmany-Verteilung zur Temperatur 7° ge-

8 H. B. CaLLen, Phys. Rev. 111, 367 [1958].
9 S. R. pe Groor u. P. Mazure, Physica 23, 73 [1957].
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geben. Sie entwickelt sich also iiber Gauss-Vertei-
lungen nach der Gleichgewichtsverteilung zur Tem-
peratur 7' gemdll (39) mit (40) und (41). Die
Schwankungen der Ausgangsverteilung sind aber
thermische Schwankungen, und bei geniligend klei-
nem Temperaturunterschied 7' —7" ist b"%(0) ~d;,
(wegen der gewihlten orthogonalisierten Variablen
fi). Es bleibt also stets b%(t) ~9d;,. Operiert man
am System nur iber seine thermodynamischen
Variablen (Druckdnderungen, Temperaturédnderun-
gen), so kann man zwar mit den Variablen o; aus
dem Bereich der thermischen Schwankungen heraus-
kommen, nicht aber mit den Variablen 5,““_’,n
mit der Indexsumme 2. Analoges gilt fiir innere
Variable mit groflerer Indexsumme. Auch bei Zu-
standsianderungen, die nicht schnell geschehen, also
etwa bei vorgeschriebenen Zeitfunktionen fiir Tem-
peratur und Druck, falls diese nur hinreichend kleine
Anderungen erfahren, bleiben diese Verhiltnisse
bestehen. Dies geht aus den Ergebnissen einer
Untersuchung von CaLrex ® hervor. Andere Situatio-
nen konnen sich jedoch bei andersartigen Eingriffen
wie optischem Pumpen ergeben.

Die Persistenz der Gauss-Verteilung rechtfertigt
auch den Beweis der Onsacerschen Reziprozitits-
beziehungen, den pE Groor und Mazure? auf der
Grundlage der master equation gegeben haben 1;
denn ihre Annahme, dal} die Abweichung von der
Gleichgewichtsverteilung eine lineare Funktion der
makroskopischen Variablen ist, ist mit der Annahme
einer Gauss-Verteilung im Rahmen der linearen
Theorie dquivalent und damit keine Annahme mehr,
sondern eine Folge des Persistenzsatzes, soweit die
master equation als Foxker-Pranck-Gleichung ge-
schrieben werden kann. ‘

Die Alexander-von-Humboldt-Stiftung hat
unsere Zusammenarbeit durch ein Stipendium fiir einen

der Autoren, E.I. Taxizawa, ermdglicht, wofiir er ihr
seinen verbindlichen Dank ausspricht.

10 Vgl. die Bemerkung von C. C. Torrance in Mathematical
Reviews 18, 686 [1957].



